Tema 4 : Vectores en el espacio

TEMA 1V

1. Vectores fijos en el espacio

2. Vectores libres en el espacio

3. Operaciones con vectores libres

4. Producto escalar de dos vectores libres
5. Producto vectorial de dos vectores libres
6. Producto mixto de dos vectores libres

1. Vectores fijos en el espacio

1.1. Definicion
Un sistema de referencia en el espacio estd formado por tres rectas perpendiculares dos a
dos con un punto en comin O, al que llamaremos origen. En cada una de las tres rectas se elige
un sentido positivo y, finalmente, una unidad de medida.
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Figura 1

Podemos identificar cualquier punto P del espacio con una terna (x y z) de nimeros reales que
se llaman sus coordenadas. Ej. :

0(000) A1 (100) A,(010) A;(001)
A(x00) B(OyO) C(002z2) D (xyO0)

1.2. Definicion
Un vector fijo en el espacio es un par ordenado de puntos (A, B) =
A se llama origen B se llama extremo

Si A = B, el vector fijo AA se reduce a un punto.
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1.3. Definicion

b —a,
Si A(a1 a, a3) y B(bl b, b3) , entonces el vector g tiene por componentes b, —a,,
b, —a,

Ej.: OA;(100) CP(xy0) PB(-x0-z) BA;(0-yl)

1.4. Definicion
Dos vectores fijos tienen al misma direccion si estdn contenidos en la misma recta o en rec-
tas paralelas. Ej. : ADy BO,ODy CP...

1.5. Definicion
Para una misma direccion, dos vectores fijos pueden tener sentidos iguales o sentidos opues-
tos. Ej. : OD y CP > mismo sentido, AD y BO > sentidos opuestos...

1.6. Definicion
Se llama mddulo del vector fijo g a la longitud del segmento AB, o bien, a la distancia entre
los puntos A y B. Se escribe |g]].

1.7. Teorema
Si AB (x; x2 x3) entonces || =++/x> + x> + X2 Se obtiene por el teorema de Pitdgoras

1.8. Definicion
Un vector fijo & es unitario si sumddulo vale uno : |g] =1

2. Vectores libres en el espacio

2.1. Definicion
Un vector fijo puede trasladarse paraielamente a si mismo hasta situar su origen en el punto
del espacio que mds nos interese (asi por ejemplo, en la fig. 1 podemos trasladar el vector fijo
OD hasta transformarlo en el vector fijo CP). De esta forma conseguimos un conjunto infinito
de vectores fijos tales que todos ellos tienen la misma direccidn, el mismo sentido, el mismo
maodulo y las mismas componentes. Ej. : OD (x y 0), CP (x y 0).
Dicho conjunto infinito de vectores fijos se llama vector libre.

2.2. Definicion
Un vector libre se representa mediante una Unica letra mindscula para evitar cualquier alusién

a origenes o a extremos. Entonces, si escribimos U(xl,xz,xg) nos estamos refiriendo a un
vector libre y sus componentes X, X,,X, son las mismas que las de cualquier vector fijo con-
tenido en U.

Por ejemplo, si escribimos U(X, y,O) nos estamos refiriendo al vector libre que contiene, entre
otros infinitos vectores fijos, a los vectores fijos OD y CP.
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2.3. Definicion
El vector fijo OA; pertenece al vector libre él(l,0,0) :
El vector fijo OA; pertenece al vector libre éZ(O,],O).
El vector fijo OA; pertenece al vector libre &,(0,0,]).

2.4. Definicion
El vector libre nulo O(0,0,0 contiene a todos los vectores fijos del espacio cuyos origenes y

extremos coinciden, es decir, contiene a todos los puntos del espacio.

3. Operaciones con vectores libres
3.1. Suma de dos vectores libres
Si ﬂ(xl,x2 ,x3)y \7(y1,y2,y3) son dos vectores libres enftonces su suma es el vector libre U+ V

que tiene de componentes (xl +Y, X, tY,, Xt yg).

3.2. Interpretacion geométrica
Escogemos dos vectores fijos pertenecientes a U y a V respectivamente fales que extremo
del primero coincida con el origen del segundo. Entonces el vector fijo que tiene por origen el
origen del primero y por extremo el extremo del sequndo, pertenece al vector libret + V.
Ejemplo:
i(x-1y,0 v(-x-yd) G+v(-10] Interpretacion :

AD(x-1y,0  DA(-x-yJ) AA(-10] >  AD+DA=AA,

3.3. Producto de un nimero real y un vector libre
SiA00y U(xl,x2 ,x3) es un vector libre, entonces su producto es el vector libre de compo-

nentes /m()lx1 ,AX, ,/1x3)

3.4. Interpretacion geométrica

giz(?(')ig} OB=y0A,  (0,y,0=y{019

Escogemos un vector fijo perteneciente a U. Entonces Al contiene a un vector fijo de las
siguientes caracteristicas:

1. Su origen coincide con el origen del vector fijo de U.

2. Estd situado sobre la misma recta que el vector fijo de U.

3. Su sentido coincide o es opuesto al sentido del vector fijo de Uisegln que A sea mayor o
menor que O.

4. Su médulo es igual al valor absoluto del ndmero A multiplicado por el médulo del vector de
fijo de U.

5. Se reduce a un punto de despacio cuando A =0 o cuando U = 0.

3.5. Teorema
El conjunto de todos los vectores libres del espacio con las operaciones que acabamos de de-
finir se identifica con el espacio vectorial 0°.
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3.6. Interpretacion geométrica de los conceptos de dependencia e indepen-
dencia lineal aplicada a los vectores libres del espacio
1. Dos vectores no nulos U y V son linealmente dependientes si estdn situados en la misma
recta o en rectas paralelas.
2. Dos vectores no nulos U y V son linealmente independientes si estdn situados sobre rectas
que o se cortan o se cruzan.
3. Tres vectores no nulos U, V y W son linealmente dependientes si los tres estdn contenidos
en el mismo plano o en planos paralelos. Ejemplo: CP, OA, OB.
4. Tres vectores no nulos U, V y W son linealmente independientes si a alguno de ellos estd

situado sobre una recta que corta al plano que determinan los otros dos. Ejemplo: OA, OB,
OcC.

4. Producto escalar de dos vectores libres

4.1. Definicion
Sean dos vectores libres no nulos T y V. Sean dos vectores fijos pertenecientesa U ya V
respectivamente que tengan un origen comun. Entonces, en el dangulo que forman U y V se
escribe asf (i, V) y cumple lo siguiente: 0°< (,v) < 180r.

4.2. Definicion
Decimos que dos vectores U y V son ortogonales si (G,V)z 90. Ejemplo: OA, OB.
Caso particular
Los vectores €, €, y €, son ortogonales dos a dos.

4.3. Definicion
Sean dos vectores U y V libresy no nulos. Su producto escalar es un nimero real que se es-
cribe U [V y que se calcula asi:

0,V =|0| V| Ceodd ¥)

4.4. Propiedades del producto escalar
0 Si UV > GV =10/ 0V [£0s90°= 0

88,0 816,=0 & [8,=0

® U0 = |0 ol Ceos °= [t ol =vum

& & =[e| = & & =|6,| =1 &8, =le) =1

© La base candnica {él,é2 ,ég} se llama ortonormal por cumplir la siguiente propiedad :
- 18 i=]

& :{o S %]

O Expresion del producto escalar a partir de las componentes de cada uno de los vectores.
(60 50%5). ¥(y,.2,9.). (109, (010, &,(0,0)
=X, & +Xx,[6,+Xx,[€, v=y [ +y,[€ +Yy,l€,
X 3,(8 ) +x, 0y (6,08,) + [y {6 B ) +
G = X, (8, B,) + X, 0 ,(6,(8 ) + X,y (6,8 )+ =X [Va + X, [V, + X,y
X, 0V,(8; (B) + X,y (6, 8,) + x [y [e f& )

a
]
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© G[U>0 siempreque iz 0

U(xl,xz,x3) Gi=x>+x2+x2>0
@ ulv=vlu propiedad conmutativa
@ ulv+w) =uly+ulw propiedad distributiva

o rffu)=(rm=ulr I
© Cdlculo del dngulo que forman dos vectores a partir de sus componentes
0,V =|d v EtOS(G v) 00, % %) (Y1 Y20¥s)

XY T XoY, t XY,

\/x + X2 + X )[ﬁ\/yl +y2+y3)

codli v) = ||[137| (

5. Producto vectorial de dos vectores libres

5.1. Definicion
Sean U(xl,xz,x3) y \7(y1,y2,y3) dos vectores libres. Su producto vectorial es otro vector
libre que se escribe UL V y que se calcula asi :

—

e & &
UDOV=IX X, Xg X Ya8 ¥ XY €, XY £, X Y EHXYE XY €3
Yi Yo Y3

(Xzya _Xsyz)él"'(xcyl_xjygé 'l (X Y XY )é 3
UDV(Xzya_Xsyz’ XY17 XYz XY,—X y)

5.2. Propiedades

N° Prop. det. N°...

1 UCV=-VIU (anticonmutativa) 8

2 0C0=0 5

3 (rmm)ov=rdow) 3

4 gOWV+w=uOvV+uOw 9

5 SityvVsonld.> GCV=0 7
SilyVsonli> GOVZ0

5.3. Interpretacion geométrica del vector GLV
Vamos a suponer que los vectores U y V tienen direcciones distintas, porque si tuvieran la
misma, serian linealmente dependientes y entonces GV =0.

1. Direccion de ULV

Puesto que U y V determinan un plano, podemos demostrar que la direccién del vector G LV
es perpendicular a dicho plano.

U(Xl,Xz,Xa) v(yllyZ'yS) u DV(Xzya XY XY 1T XY XY ,7X y)
arCvla uaCviv Demostracion :
GCvOo > afadv)=0
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XXo¥3 =X XY, ¥ XX Y =X XY g+ XXY 7XXY 1=6

2. Sentido de ULV
Se basa en el sentido de avance de un sacacorchos que gire desde U hacia V.

3. Modulo de ULV
|6 OV =d| (V] Bedd ¥)

4. Direccion de ULV
Se hace el producto escalar de GG 0V) ¢ V(i OV) y da O, por lo que el vector GLV es

perpendiculara U ya V.

5.4. Area del paralelogramo y del tridngulo
Sean U y V dos vectores de direcciones distintas. Elegimos dos vectores fijos pertenecien-
tesa U y a V respectivamente de manera que tengan el mismo origen. Entonces, U y V de-
terminan tanto un paralelogramo como un tridngulo, segln nos interese.
Area del paralelogramo ABCD

S=lilth  sedd ¥) =% h=|v| er{t ¥)

S=ulfv|serd y) =la Dyl
Area del tridngulo ABD
S=1/20u Ov|

6. Producto mixto de tres vectores libres
6.1. Definicion
Sean G(xl,xz,xs), \7(y1,y2,y3) y W(zl,zz,z3) tres vectores libres. Su producto mixto es un

ndmero real que se escribe ast : [U’,\7,W] y que se calcula de la siguiente manera :

Xl X2 X3

[0v.d]=ly, v, v,

Z:L Z2 23

6.2. Propiedades
1 [a,v,w]=d0vOw)

2 [a,w,v]=-[u,v,w] prop. 8 det.
3 [u,vf] =0 prop. 5 det.
4 [r m,v,"]:r[ﬁu,v,*] prop. 3 det.
5 [a,rm@,w=0 prop. 6 det.

6 Si0,V,Wsonld > [0,V,W =0

Si G,V,W son Li. > [0,V,W] 20
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6.3. Volimenes de paralepipedos y de tetraedros
Sean U,V,W tres vectores linealmente independientes. Elegimos tres vectores fijos pertene-
cientes a U,V,W respectivamente, de manera que tengan el mismo origen. Entonces U,V,W
determinan tanto un paralepipedo como un tetraedro, segln nos interese.
Volumen del paralepipedo ABCDEFGH :

Vv =[a,v,w|

[

Volumen del tetraedro ABED
Vv =y/6llja,v,w]




