Tema 3 : Sistemas de ecuaciones lineales

TEMA III

1. Sistemas de ecuaciones lineales. Sistemas equivalentes.

2. Sistemas de Cramer. Regla de Cramer.

3. Teorema de Rouché.

4. Sistemas homogéneos.

5. Métodos de Gauss para resolver sistemas de ecuaciones lineales.

1. Sistemas de ecuaciones lineales. Sistemas equivalentes.

1.1. Definicion
Un sistema de m ecuaciones lineales con n incdgnitas es un conjuntc de expresiones del si-
guiente tipo :

ay X tapX, .. ta X, =h
8y Xy T8u Xyt 8y X, =D,

2n“*n
amlxl + am2X2 +" '+amn Xn =z bm
. , i=1l..m
Los coeficientes son los ndmeros reales g, i=1.n
Los términos independientes son los nimeros reales b{i=1..m

Las incognitas se representan por xj{j =1l..n

1.2. Observacion
El sistema anterior se puede escribir en forma matricial poniendo A - X = B.

&y A, X, b,
a, Ay ... Ay, X b
A - 21 22 2 X - 2 B - 2
aml am2 arm Xn bm
mxn nx1 mx1
1.3. Ejemplo 5 —3 1) (x 3
2x-3y+2z=8 A i
X+y-2z=-6 Ll -2y =1-6
4x 11y + 7z = 36 4 -11 7)\z 36

1.4. Definicion
Se llama solucion del sistema A - X = B a toda matriz S~ M(nx1) que cumpla A - S = B.

1.5. Ejemplo
1) 3 0 2 -3 1) (1 8
— 1| = solucidn del sistema anterior,y | 1| y | —2 1 1 -2|-|-1|=|-6
3) 5 2 4 -11 7 3 36
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1.6. Definicion
Dos sistemas son equivalentes si tienen las mismas soluciones.

1.7. Teorema
Un sistema se convierte en otro equivalente si sobre las ecuaciones del primer sistema se
realiza alguna de las llamadas transformaciones elementales ; que son :
O Permutar dos ecuaciones.
® Multiplicar una ecuacion por un nimero real distinto de O.
© Sumar a una ecuacién otra ecuacién multiplicada por un nimero real.

1.8. Ejemplo
2Xx-3y=-8| 3HX-2y=2| -3X+y=-2| -3KX+ty=-2 -3X+y=-2
X-y=2 ] 2x-3y=-8] 2x-3y=-8| 10x-15y=-40| 10x-12y=-46

2. Sistemas de Cramer. Regla de Cramer
2.1. Definicion
Un sistema de ecuaciones lineales A - X = B es de Cramer si ai matriz A es cuadrada y tiene

. deci existe |A
sa, es
inversa, es decir A £0

2.2. Ejemplo
X=2y+z2=2 1 -2 1
X+y-z=4 3 1 -1=-12%#0
—2X+y—-2z=2 -2 1 -2

2.3. Teorema
Un sistema de Cramer tiene una dnica solucién que se calculaasi: X = A*- B

1 -2 1) (x) (2 (x) (1 -2 1) (2
3 1 -1|0y|=|4 yl=| 3 1 -1 04
-2 1 -2 \z 2 2 \-2 1 -2/ L2
-18 5 -1 -3 1 /12 3/12 -1/12
A9=-30 3 (A¢)'=| 8 0 4 Al=|-8/12 0 -4/12
1 47 5 3 7 -5/12 -3/12 -7/12
/12 3/12 -1/12) (2) (1
-8/12 0 -4/12|()4|=|-2
-5/12 -3/12 -7/12) \2) (3
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2.4. Regla de Cramer
Es un método para resolver sistemas de Cramer que nos evita el cdlculo de A™. Ademds permi-
te calcular cada incdgnita independientemente de las demds. Dice lo siguiente :
"La incégnita nimero h (X,) es igual al cociente de los determinantes de las matrices A,y A,
donde Ay es la matriz que se obtiene al sustituir en A la columna nimero h por la columna de

los términos independientes.”

_|A)
0= TA
2 -2 1
4 1 -
g vet I -
—-2X+y-—-2z=2 :13 -2 1) k2

3. Teorema de Rouché

3.1. Definicion
Un sistema se llama compatible determinado (S.C.D.) si tiene una dnica solucién. Se llama
compatible indeterminado (S.C.I.) si tiene infinitas soluciones. Se llama incompatible (S.I.) si

no tiene soluciones.

3.2. Definicion
Si A - X = B es un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas, las matrices

u 8p . Ay a; 8, .. ,| b
Ay ay ... @ ay Ay ... Ay, | b, . )

A= "Iy A” " se llaman respectivamente matriz de
Ay Ap .. Ay Ay Ay .. Q| by

los coeficientes y matriz ampliada (6 A estrella).

3.3. Ejemplo
2x-3y+z=8 2 -3 1|8
X+y—-2z2=-6 1 1 -2(-6
4x— 11y + 72=36] 4 -11 7 |36

3.4. Teorema de Rouché
Supongamos que A - X = B es un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas. Suponga-
mos que rgA = r.
1. SirgA"=r+1 « SIL
2.SirgA"=r = SC.

a) Sir=n - S.CD.

tiene n—r grados de libertad

b)Sir<n = S.CI . . . .
{r incognitas dependen de las otra sn—r incognitas
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4. Sistemas homogéneos

4.1. Definicion
Un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas se llama homogéneo si todos los términos
independientes son ceros. Matricialmente se escribeasi: A- X =0

4.2. Ejemplo
X+y-z=0 3 1 -1 (x 0
-2Xx-y-2=0 -2 -1 -1|0y|=0
7X+4y+6z=0 7 4 6 z 0

4.3. Teorema
Todo sistema homogéneo es compatible.

3 1 -1]0
-2 -1 -110 rgA = rgA”
7 4 6 |0

5. Método de Gauss para resolver sistemas de ecuaciones lineales

5.1. Método de Gauss
Consiste en aplicar alguna de las transformaciones elementales a las filas de la matriz amplia-
da A” del sistema que nos dan para conseguir un nuevo sistema equivalente al primero y que
serd sencillo de resolver puesto que la nueva matriz ampliada estard escalonada por filas.

5.2. Observaciones

| y X z

5X+y-2z=3 5 1 -2 |3 1 5 -2 |3
17x-14y +62=8 17 -4 6 8| - 4 17 6 3
32x+2y—-39z=5 32 2 -34 |5 5 3 _34 |5

1. Puedes cambiar el orden de las columnas con excepcion de la dltima, pero debes apuntar el
cambio de orden de las incdgnitas.
2. Puedes suprimir cualquier fila nula.



