Tema 5 : Rectas y planos en el espacio

TEMA V
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1. Ecuaciones del plano

1.2. Ecuacion vectorial del plano
Un plano queda determinado por tres puntos no alineados, o lo que es lo mismo, por un punto
A1y dos vectores U y V linealmente independientes, puesto que estdn en rectas que se cor-

tan. Vamos a suponer que las coordenadas de A; son (xl,yl,zl), y vamos a suponer que las
componentes de los vectores Uy V son U(ul,uz,us) y V(Vl,vz,vs). El punto O es, como siem-

pre, el origen de coordenadas, luego O(0,0,0).
Pensemos en un punto cualquiera P(x,y,z) que esté en el plano.

AP, Uy V son ld., por lo tanto existen nimeros re-
ales Ay u tales que AP =Al+ .

OP=0A + AP OP=OA, + 10+ 44
(x.y.2) = (x.y1.2,) + (Auy Au, Aug) + (v v, v

1.2. Ecuaciones paramétricas del plano
X=X, + AUy + (v
y=y;, +Au, +IUV2|
Z=7 +Au; + W,

1.3. Ecuacion general del plano

Rango {E,U,V}=2 ﬁ(x—xl,y—yl,z—zl)
X=X Y=Y, 274 X=X Y=Y 272
Rg u u, u, [=2 u, u, u, =0
Vi Vo Vs Vi Vo Vs
|Ax +By+Cz+D= 0| (se obtiene resolviendo el determinante)

1.4. Teorema
1. Si un plano estd determinado por un punto A; y dos vectores U y V linealmente indepen-

dientes, entonces el vector N=ULV es perpendicular al plano.
2. Si un plano viene dado por su ecuacion general Ax +By+ Cz+ D =0, entonces el vector

A(A,B,C) es perpendicular al plano.
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1.5. Escribe todo lo que sepas acerca del plano que pasa por los puntos
A1(2,-1,3), A2(0,3,-2) y A3(5,2,7)

€& & &
t(-2,4-9 Gov=-2 4 -5=(31-7-19
3 3 4
X=2-24A+ 3u
(xy.2)=(219 +(- 20,0 - 9) + (3, %, 4) y=-1+41+3u
z=3-51+4u
XxX-2 y+1 z-
-2 4 -5/=0 >  3x-7y-182-15=0
3 3 4

2. Ecuaciones de la recta
Una recta queda determinada por dos puntos distintos, o lo que es lo mismo, por un punto A;y

por un vector G#0. Sea Al(xl,yl,zl) y U(ul,uz,u3).

Elegimos un punto cualquiera P(x,y,z) de la recta. Sabemos que las coordenadas del origen
son 0(0,0,0). Unimos el origen con A; y con P. También formamos el vector AP.

AP y U son linealmente dependientes por estar en la misma recta.
Existe algdn nimero real A tal que A P =Au.

OP=OA +AP

OP = OA, + A0

2.1. Ecuacion vectorial de la recta
(x,y,z) = (xl A ,zl) + ()lul Au, ,/1u3)

2.2. Ecuaciones paramétricas de la recta
X=X, +Au,
y=y, +Au,
z=2z +Au,

2.3. Ecuacion continua de la recta
Rango {HD1U!}:1 ﬁ(x_xliy_yliz_zl)
Rg(x_xl Y=Y Z_le_l N X_Xlzy_yl_z_zl

U u, Us U U, Us
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2.4. Di todo lo que sepas acerca de una recta que pasa por los puntos
A1(2,4,-3) y A2(3.1,4)

X=2+A
s (r)=acd+Oesa)  yza-m X ELYAEe
z=-3+7A

2.5. La recta como interseccion de dos planos
x-2 y-4 z+3 ~5x+10=y-4 = X+y -14 0
1 -5 7 x-14=2+3 = K -z-17% 0
Vector ortogonal al primer plano : 1i,(5,1,0

Vector ortogonal al segundo plano : i,(7,0-1)

e & &
A0/, =5 1 0[=(-15-7 A, C A, = 0(1,-57)
7 0 -

Toda recta es el corte de dos planos siempre que estos no sean ni paralelos ni coincidentes. El
vector que marca la direccién de la recta (U) se obtiene mediante el producto vectorial de los
vectores ortogonales a ambos planos.

3. Haz de planos

Tenemos dos planos que se cortan. Su interseccion es una recta.
m Ax+By+Cz+D=0

m: Ax+B'y+C'z+D'= O} T=r

El conjunto de ecuaciones Ax+By+Cz+D + A(A‘x+ B'y+C'z+ D') =0, donde A=r, re-

presenta el conjunto de todos los planos del haz que determinan los planos 77 y 7'.

4. Incidencia de planos y rectas
4.1. Incidencia de dos planos
Sean los planos 7. Ax+By+Cz+D y n': A'x+B'y+C'z+ D'. Su interseccién estd forma-
da por todos aquellos puntos cuyas coordenadas satisfacen a la vez las dos ecuaciones, es de-
cir, por las soluciones del siguiente sistema :

(A B C —Dj
Ax+ By +Cz+D A B C|-D
A'x+B'y+C'z+D’ M

M*

Se pueden dar las siguientes posibilidades :
O Rg M = Rg M* = 2 > S.CI con un grado de libertad > 71y 7' se cortan formando una
recta ; los infinitos puntos de la recta son las infinitas soluciones del sistema.
ORgM=1RgM*=2>SI.>nHA 7
n ' si A=E:£7t2
A B C D
©® Rg M = Rg M* =1-> S.C.I. con dos grados de libertad > 71 = 7
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., .A_B_C_D
R Y
4.2. Incidencia de tres planos
Sean los planos 7. Ax+By+Cz+D, n': Ax+B'y+C'z+D' y

" A'X+B"y+C'"z+D". Su interseccién estd formada por todos aquellos puntos cuyas

coordenadas satisfacen a la vez las tres ecuaciones, es decir, por las soluciones del siguiente
sistema :

A B C -D
A B C -D

AX+By+Cz+D A" B'" C" -D"
Ax+By+C'z+D' M
A'x+B'y+C'"z+D" M *

Se pueden dar las siguientes posibilidades :

O RgM=RgM*=3>S5CD.> n, n''y "' forman un triedro. Las coordenadas del dnico
punto en comun son la Unica solucion del sistema.

®@RgM=2RgM*=3>SI. > n, 'y 1" no tienen ningln punto en comin. Esto ocurre
porque la interseccion de dos de los planos es una recta paralela al tercer plano. Puede ser
que dos de los planos sean paralelos, o bien, que los tres planos formen un prisma friangular.
©® Rg M = Rg M* = 2 > S.CI. con un grado de libertad > 77, 7' y 7' tienen una recta por
interseccion.

ORgM=1RgM*=2>SI > n, 7'y 7' son paralelos, pudiendo haber dos superpuestos.
© Rg M = Rg M* =1 > S.C.I. con dos grados de libertad > 71 = 7' = n'"".

4.3. Incidencia de una recta y un piano
El problema se puede plantear de dos formas :
@ r=nNn" = rNn = nNn'Nn"
El problema ya estd resuelto, pero de los cinco casos anteriores sélo se pueden dar los tres
primeros, que se traducen de la siguiente forma :
O ry 711 se cortan en un punto.
@rkn
© r estd contenida en el plano 7.

B Aol B
rq. = TS :
uz0 (V,w ambos I.i.
o Rg{U,\?,\Tv} =3 > ry 711 se cortan en un punto.

4.4  Incidencia de dos rectas

r:mﬂﬂz} rNr=7 NN TN,

r'=rm,Nr,
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7 AX+By+Cz+D,=0 A B
. AXx+B,y+C,z+D,=0 A, B,
. AX+By+Cz+D,;=0 A, B,
m: Ax+By+C,z+D,=0 A, B,

000

3

c,

La interseccién de r y r' estd formada por aquellos puntos cuyas coordenadas (x,y,z) satisfa-

cen a la vez las cuatro ecuaciones anteriores.
ORgM=3RgM*=4 > ST > ryr' secruzan
®RgM=3RgM*=3>5S5CD.>ryr secortan
®RgM=2RgM*=3>SIL.>rAr

O RgM=2RgM*=2-> S.CI conungrado de libertad > r = r'

|E r A r' B
Gz0 Vz0
° Ro{d,v} =2 N , o
Rg U,V,BlAl} _3 ryr'secruzan

5. Angulos en el espacio

5.1. Angulo entre dos rectas r y r' (0)

r: d(uy,u,,uy) o UV, + UV, +uy

cosa =

r: \7(v1,v2,v3)

ol | _(\/ulz + U’ +u§)[é\/v12 +V5 +v32)

5.2. Angulo entre dos planos 7 y 7 (o)

TT. ﬁ(mumz'ms) MO _ ‘mln1+m2n2+m3n4

cosa =

I ﬁ(nl,nz,ns)

O (o + g + g | oy + 0 + 2]

5.3. Angulo entre un plano 7 y una recta r (a)

TT. ﬁ'(ml,mz,m3) _ |l _ |mlu1+m2u2+m3u4

S

r G(ul,uz,us)

em—hﬁ[]m_(\/nf+mzz+m§)[é\/uf+u22+u32)

6. Condiciones de perpendicularidad

6.1. Perpendicularidad entre dos rectas r y r'

r: U(ul,uz,us)

rOr' > GOV GIV=0 > UV, + UV, +uy,=0|

: \7(vl,v2 ,v3)

6.2. Perpendicularidad entre dos planos 7 y 7

. m(m,m,,m,)
T ﬁ(nl,nz,ns)

07 > mOn-> MIA=0 > mn, +m,n, +mn,=0|
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6.3. Perpendicularidad entre un plano 7 y una recta r

" nj(ml’mz’ms‘) A0 > ME0> Re{may =1 > t=rt=15
I U(ul’uz’us) u U, U

7. Distancias en el espacio

7.1. Distancia entre dos puntos : A; y B
® A=B,> d=0

@A #B, > d=|AB|

B
7.2. Distancia entre un punto A; y un plano 7 {ﬁl
® A0n>d=0
|AB,
I

@ Aldn~>d=

B
7.3. Distancia entre un punto A; y una recta r {ul
® A DOr > d=0

@ A Or ed:%

B
7.4. Distancia entre dos rectas : r {21 yr {\71
O Sir=r'dsiryr secortan> d=0

@SirAr-> d:d(Al r')=d(Bl r)
® Siryr'secruzan > d:%l’l]‘

B
7.5. Distancia entre una recta r {21 y un plano 77 {ﬁl
® Si r estd contenidaen 71 osiry 7 se cortan > d=0

@sir@ n> d=dA 7

B
7.6. Distancia entre dos planos : 7 {Aﬁ& y 1 {r%

®Sin=mnésinyn secortan> d=0
@sin@n>d=dA 7)=d(B, 7

* Los vectores my i siempre son perpendiculares a sus respectivos planos.



