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1. Espacio vectorial de matrices mxn

1.1. Definicion
Una matriz mxn es un cuadro de mxn nimeros reales distribuidos en m filas y n columnas. Se
puede representar de las formas siguientes :

d;; d ... Ay
a a e a
A - Cli’j - 21 22 Pgl
aml am2 a'mn
‘ 2 -1
E/. A= 4 0 az1= 4 a;=3

El conjunto de todas las matrices mxn se representa asi : M(mxn). £/ - A ~ M(2x3)
Dos matrices mxn son iguales tan sélo si en cada lugar (i,j) tienen el mismo ndmero. £j. -

PR
0 4 * 0 4
1.2. Definicion

Una matriz 1xn se llama matriz fila. £/. - (-1 0 3 4 -3)
3

Una matriz mx1 se llama matriz columna. £/ - | 1
-5

Una matriz nxn se llama matriz cuadrada de orden n. £j. -

A N W
o = O

1.3. Definicion
Una matriz mxn se llama matriz nula si estd formada exclusivamente por ceros. Se
representa asi : Opmxn
Si A es mxn, se llama matriz opuesta de A, y se escribe -A, a la matriz mxn cuyo elemento

. . (2 5) (_2 _j
(ij)Jes-aj. & A= _q1 7 A= L
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1.4. Definicion
Si Ay B son dos matrices mxn se llama suma de Ay By se escribe A+B, a la matriz mxn cuyo
elemento (i,j) es ajj + by;.

E_(z -1 5) (—4 5 OEJ_(—Z 4 5;
S 3 0 -7 2 3-87\5 3 -1

1.5. Definicion
Sit Rysi Aes mxn, sellama producto de Ty A, y se escribe -A, a la matriz mxn cuyo
elemento (i,j) es t-a.
3 05 (-9 0 15
Ej.:-3-]-1 2 3 =3 -6 -9
-2 4 6 -12 -

1.6. Teorema
El conjunto M(mxn) con las operaciones que acabamos de definir es un espacio vectorial donde
los vectores pasan a ser matrices mxn. La dimensién de este espacio vectorial es mxn.

Base candnica de M(2x3)
(oo dnlooda oo drls o dalo s dalo oy
Al‘oooAZ"oooAS'ooo 4‘100A5"o10A6‘00

1.7. Definicion
Sea A mxn. Se llama traspuesta de A a la matriz nxm tal que en la posicién (i,j) tiene el
elemento aj. A esta matriz se la escribe A",

1.8. Definicion
Sea A~ M(mxn). Los nimeros reales que estdn situados en las posiciones (i,i) forman la
diagonal principal de la matriz A.
5 6

E.: |2 7 {ti&?j

\
4 0 -

1.9. Definicion
Una matriz mxn se llama triangular superior si todos los elementos situados por debajo de la
diagonal principal son nulos.

2 -1 -3 1
Eji: |0 -5 -5 0
0 0 3 -

Observacidn : una matriz escalonada por filas es un caso particular de triangular superior.
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1.10. Definicion
Una matriz mxn se llama triangular inferior si todos los elementos situados por encima de la
diagonal principal son nulos.

-4 0 O
-1 2 o0
Ej.: 3 -2 0

0O 4

1.11. Definicion
Se dice que una matriz A es simétrica si se cumple que A = A'. Esto sélo puede ocurrir si A es
una matriz cuadrada de orden ny ademds a;j = a;; O i

3 1 4 -

, 1 -1 0

By 0 2 1
2 3 1 -

2. Producto de matrices. Matrices inversibles.
2.1. Definicion
Se llama matriz unidad de orden n y se escribe I, a la matriz cuadrada de orden n cuyos
1-i0=]
0-i#]

elementos (i,j) son {

0
Ej.: Ts= 0

o O -
o - O

2.2. Definicion
A~ M(mxn)y B~ M(mxp). Se llama matriz producto de Ay B, y se escribe AB, a la matriz de
m filas y p columnas cuyo elemento (i,j) se obtienen asi : aiiby; + ai2bz; . . . aniby;. Para que exista
AB debe cumplirse que el ndmero de columnas de A coincida con el ndmero de filas de B.

| 2 1)y 5 4 - 2 9 4 -2
Ej.: |-1 3-2_12 o) 6 -8 5 1
- -4 22 0 -

2.3. Propiedades del producto de matrices

1 [A(BC)=(AB)C Siempre que los productos BC y AB existan simultdneamente
2 |[A-L,=I,-A=A Para cualquier matriz cuadrada A de orden n

3 |[r(AB)=(rA)B Ur y siempre que exista AB

4 |A(B+C)= AB+ AC |Siempre que exista AB 6 AC




Tema 2 : Matrices y determinantes

5 |- No siempre existen simultdneamente ABy BA
Ei AOM(2x 3] ABOM(2x 2
" BOM(3% 4 [BA no existe

que AB Yb BA
Ei AOM(2x 3| ABOM(2x 2) AB Y. BA
Y BOM(3x 2)[ BAOM(3x 3 %

AOM(2x2)| ABOM(2x 2
i CAB=BA?

Bl BoMm(2x2)[ BAOM(2% 2

Ej. A:(_ll 3 B(:ig
(—11 3(:2 3

- En los casos en los que si existen simultdneamente AB y BA se cumple, en general,

- Aln en el caso de que AB y BA existan simultdneamente y coinciden en nimero de
filas y de columnas se cumple, en general, que AB Y BA

(_78 3 (—11 3 |

50

2.4. Definicion

A~ M(mxn). Se dice que A es inversible o regular si existe otra matriz A~ M(nxn), llamada

inversa de A, que cumple A- A = A1 -A=TI, Ej.:

A:(j _5jes regular A'l=(5_/22 3;/3
R Gt B
(5—/22 ?:/i(i _ssj (; (J)j

2.5. Existencia de matrices cuadradas que no tienen inversa

a7
(—13 _6)(3 gjt; (])j

a-2c=1 -
-3a+6c=0 -
b_2d=0 —

Si existiera A" se cumpliria que

a-2c=1
a-2c=0
b-2d=0

-+6d=1 - b-2d=-1/3

Si una matriz no tiene inversa se llama sinqular o no inversible.

3. Rango de una matriz
3.1. Definicion

Se llama rango de un conjunto de vectores al mdximo nimero de vectores linealmente

independientes que podemos encontrar en ese conjunto.
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3.2. Observacion
o las m filas son m vectores de R"
Si A~ M(mxn) "
las n columnas son n vectores de R
3.3. Teorema
Si A~ M(mxn), entonces el rango de sus m vectores fila coincide con el rango de sus n
vectores columna.

3.4. Definicion
Si A~ M(mxn), se llama rango de A, y se escribe rgA, al rango de sus filas o al rango de sus
columnas.

4. Determinantes de orden < 3. Propiedades.

4.1. Definicion
Sea A~ M(nxn) con n < 3. Su determinante es un ndmero asociado a ella que se escribe |A| y
que se calcula de la siguiente manera :

1 A M(Ix1) |A-= (au) Al = &,
Ej.: A=(-7) Al =-7
2 |A M(2x2) A- (au alzj |Al = a8, — a8,
dy Ay
Ej. : 2 -4 |Al =10 - (-12)= 22
As (3 5
3 |A7 M(3x3) a, a, alﬂ Regla de Sarrus
Az|ay @, Ap| [|A]= @8kt a A8 gtad A 8 13
as, - agJ T388 T A A ;5" B gy
Ej.: 2 £\ 1 |Al=-4-42+20-2-30-56=-144
A=|5 1 7
2 4 -

4.2. Propiedades de los determinantes
Las siguientes propiedades también son vdlidas para determinantes de orden > 3.

O Si A~ M(nxn) : |A] = |A"|. Ej.:

2 4 0
-1 3 2|/=-12+8+0-0-8-20=-32
1 5 -7
2 -1 1
4 3 5/=-12+0+8-0-8-20=-32
0 2 -7

Por lo tanto, si en una futura propiedad se habla de filas, también se podria haber hablado de
columnas.
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® Si A~ M(nxn) y B~ M(nxn) : |AB| = |A] - |B]

El.:

A:@, _2j

|Al =7 IB| = - 22 |AB| = - 154

© Si una fila de una matriz cuadrada se multiplica por un nimero real, su determinante
queda multiplicado por dicho nimero. Ej. :

2 -1 3

4 0 1/=0+5+12-0-8-2=7
_5 1 —_

6 -3 4

4 0 =0+15+36-0-24-6=21
_5 1 —_

OSir Ry A~ M(nxn): |rA| = r" - |A|

Ej.:

2 3

1 -1 2=-8+0+3-0-12-12=-29
0 3

4 6

2 -2 4:=23-(-24)=-232

0O 6

© Si una fila de una matriz cuadrada estd formada exclusivamente por ceros, entonces
el determinante vale cero. Ej. :

12 3
0 0 0/=0+0+0-0-0-0=0
4 1 -

O Si dos filas de una matriz cuadrada son proporcionales (en particular, iguales) el
determinante vale cero. Ej. :

O 1 3
-1 2 =0+3+18-18-3-0=0
3 -6 -
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® Si A~ M(nxn) sus n filas son vectores de R" que cumplen lo siguiente :
son l.d.= |A=0
son li.= |A#0

Ej.: (3,1,2)(1,1-1)y (64-1) son|.d.:
2
~1:2-3-6+8-12+1+12=0 U, = 0, + 30,

D P W
N N

® Si se intercambian las filas de una misma matriz cuadrada, el determinante cambia de

signo. Ej. :

2 0 2

-1 3 1/=-6+0-8-24-0-8=-46
4 4 -1

-1 3 1

2 0 2/=0+24+8-0+6+8=46
4 4 -1

© Si varios determinante tienen iguales todas sus filas excepto una, se cumple lo
siguiente :

20 1] |2 o 1] |2 o 1] ]2 0 1
1 3 -1+]|1 3—+13—l:’13—
8 1 -2 |-5 -2 3| [-2 4 1] [1 3 2
- 33 + 27 + 24 = 18

©® Si una fila de una matriz cuadrada se sustituye por la que resulta de sumar a dicha
fila otras filas multiplicadas por un nimero cualquiera, el determinante no varia. Ej. :

2 -1

0 1 =2-2-0-3-0+4=1

1 -1

Sustituyo 3 f > 3°f+2-1°f+1-2°f
2 -1

0 1 =18-10+0-15-0+8=1
3 -2

5. Determinantes de orden > 3

5.1. Definicion
Si A~ M(nxn) se llama menor complementario del elemento a; al determinante de la
submatriz cuadrada que se obtiene al suprimir en A la fila i y la columna j. Se representa M;;.
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5.2. definicion
Si A~ M(nxn) se llama adjunto del elemento a;; al siguiente ndmero : A;; = (-1)'"1 -

2 3 1 0
-1 4 5 2 140

Ej.i A=| , _, 5 4| Ms=|2 -1 3/=-1+0-40-0+8-12=-45
0 -4 -1 - 0 -4 -

Arg= (‘1)1+4 -(-45)=45

5.3. Teorema

Si A~ M(nxn), el determinante de A se puede calcular a partir de al fila i mediante la
siguiente férmula :

|A| =@ Air+ Q2 A+ ..+ Qinc Aing
También se puede calcular a partir de la columna j mediante la siguiente férmula :

|A| =(11j : A1j+(12j'A2j+...+an : Anj
Este teorema nos permite calcular el determinante de A a partir de los elementos y los
adjuntos de una cualquiera de sus lineas, lo que se simplifica con al aplicacién de la propiedad
n°® 10 anterior. Ej. :

7 -15 8
13 4 6 4 6 1
6 13 4:7[.15 _7‘+15[.]_9 _7~+8E.]_9 53’:7[6—113)+ 1590- 6+ &f 14)/= 309
_9 5 —_

6. Calculo de matrices inversas mediante determinantes

6.1. Definicion
Si A~ M(nxn) se llama matriz adjunta de A a al matriz A°¥ = M(nxn) que resulta al cambiar
en A cada elemento por su adjunto . Ej. :

1 -3 2 1 -9 -7
A=l4 1 5 Ad=116 0 -8
3 -1 -17 3 13

6.2. Teorema

_ _ 1 .
Si A~ M(nxn)y |A| Y O entonces existe A, que se calcula asi: A™ =m [ﬁAa"' )t

-3 2

1
Ej.: A=|4 1 5 |Al=6-45-8-6+72+5=24
3

11 16 -1 11/ 24 16 24 - 17 2
(A% = {—9 0 >Al=|-9/24 0 3 24
\ ~7/24 -8/ 24 13 24
(1 -3 2 (11/24 16 24 - 17 2% (1 0 O
4 1 5/-|-9/24 0 324|=(010
3 -1 ~7/24 -8/ 24 13 24 0 0O
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7. Métodos de cdlculo del rango de una matriz

7.1. Método de Gauss
Sea A~ M(mxn). Como sabemos, el rango de A es igual al rango de sus m filas. Por lo tanto,
mediante transformaciones elementales, convertimos A en una matriz escalonada por filas y
entonces el rango de A serd el nimero de filas no nulas de la matriz escalonada.

7.2. Método de los Menores
Sea A~ M(mxn). Definicién :
Los menores de A son los determinantes de las diferentes submatrices cuadradas de A. Se
llama orden de uno de esos menores al nimero de sus filas o de sus columnas.

Teorema
El rango de A coincide con el orden de un menor no nulo, siempre que todos los menores de
orden superior al anterior sean nulos.

Calculo practico del rango de A

1. Se elige un elemento no nulo de A. Ya estd asegurado que el rago de A es, al menos, uno.

2. Orlamos dicho menor de orden uno. Esto consiste en formar todos los menores posibles de
orden dos afiadiéndole al anterior otra fila y otra columna. Si alguno de los menores asi
formados es ho nulo, el rango de A es, al menos, dos.

3. Repetimos este proceso hasta encontrar un menor no nulo de orden h, tal que todos los
menores de orden h + 1 que se obtengan orlando el anterior sean nulos; en cuyo caso se
cumplird : rgA = h.

Ej.:
-1 3 2 1
A=| 4 0 -5 -2
-10 6 14 6
-1 3 2 1
4 0 -5 -2 > rgAesal menos!
-10 6 14 6
1 3\ 2 1 -1
4 0]-5-2> 4 j:—12¢09r‘9Aesalmen052
-10 6 14 6
1 31 2] 1 -1 3 2
4 0/]-4-2~>|4 0 -5=0
-10 6 6 -10 6 1 rgA<3 > rgA=2
-1 31 2 1 -1 3 1
41 0(-5-21>14 0 -2=0
-10 6| 14 6 -10 14 6




