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1. Momento angular
Tenemos una particula en movimiento con posicién y velocidad variable.
Se define el momento angular (L ) respecto de esa particula, como el producto vectorial de la
posicién por el producto masa - velocidad :
L=F%my=zm(F%V)
Para ver como varia el momento angular respecto al tiempo, se deriva :
=(F%mV)+(F' %mV)=(F%ma)+(V%mv)=F %ma=r %F

“"Teorema de conservacion del momento angular”
r=0
SiLl'=F % F= cucmdoi F=0 entonces L = cte.
ryF
FWF (posicién paralelo - antiparalelo a la fuerza) sucede en fuerzas planetarias

2. Dos cuerpos en interaccion

2.a. Centro de masas
Supongamos dos cuerpos : cuerpo 1 (m; 1) cuerpo 2 (m; T )
Se define el centro de masas de este sistema como un punto dado por la siguiente expre-
sion :

mrl + m2r2
m +m,
El centro de masas es un punto intermedio que estd mds cercano al cuerpo con mayor masa. Si
el sistema se mueve, el centro de masas también lo hace, origindndose las siguientes expre-
siones mediante derivacién de la anterior :
— mvl + m2\72 = mal + m2§'2
Vem= —— I agp=—-—"—""-"-

m +m, m +m,

Mem =
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2.b. Comportamiento dindmico
Supongamos dos cuerpos (1y 2) interactuando entre si.
®ma = - F
(@) mzé:z = IE
®+@=ma, +md, =0

rr!I.é'l + m2a2

=0 Siempre que se cumpla la ley de accion - reaccion.
m, +m,

cM

Supongamos dos particulas definidas por los vectores T, y T,.

La posicién relativa viene dada por un vector resultado de la diferencia de los dos, y es la po-
sicion de una particula tomando como origen la otra.

r=n-n
Lo mismo ocurre con la velocidad y la aceleracién :

V=V,-V

a=4a,-4a

Tomemos otra vez el caso inicial :
® mz(m1d,) = ma(-F) > mamyd;, =-mxF
(@) m1(m232) = m1(|f ) > m1m23:2 =m |E

o . L oomm
@-® > mmy(d, d,)= F(mmz) > mmed = (mm)F > ml+mza—':
LU R I = masa relativa
m, +m,

na=F
Interpretacion
El movimiento de dos particulas en interaccién es equivalente al de una sola particula si se

toma como masa la relativa (p).

3. Movimientos planetarios. Historia.

La mayoria de civilizaciones antiguas tenian conocimientos de astronomia (Egipcios, Mesopo-
tdmicos...). Los primeros modelos conocidos se remontan a la época de esplendor del Imperio
Griego (grandes filésofos y matemadticos). El primero fue el de Aristételes, aunque fue acep-
tado por la mayoria de los pensadores.

* Aristoteles (s. IV - IIT a. C. )

Propone un modelo geocéntrico : la Tierra es el centro del universo y los demds cuerpos giran
en torno a ella en movimientos circulares (perfeccion circular). Los periodos eran distintos :
el Sol y las estrellas tardaban un dia en dar una vuelta alrededor de la Tierra, los planetas
tenian otros periodos...

* Aristarco (s. IV - IIT a. C. )
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Propone un modelo heliocéntrico : el Sol es el centro del universo. No fue aceptado por el si-
guiente motivo : si la Tierra girara en torno al Sol tendrian que percibirse efectos de parale-
laje sobre las estrellas (el dngulo entre dos estrellas respecto a la Tierra deberia ser dife-
rente segun la época del afio). Pero esto no ocurre porque las distancias entre las estrellas y
la Tierra son enormes comparadas con el movimiento de translacién de la Tierra.

* Ptolomeo (s. IT a. C.)

Vuelve al modelo aristotélico, pero modificdandolo :

La Tierra es el centro del universo, pero los cuerpos celestes no giran directamente respecto
a ella, lo hacen en torno a un punto el cual gira alrededor de la Tierra. Asi explica los movi-
mientos de los planetas que se ven desde la Tierra.

Este modelo permanece vigente hasta el s. XV, incluso con mds complicaciones porque se habia
descubierto algln satélite.

* Copérnico (s. XV)

Propone que todo seria mds sencillo de explicar si el Sol estuviera en el centro. Admitia el
modelo de Ptolomeo pero cambiando la Tierra por el Sol. No admitia el heliocentrismo por no
enfrentarse a la Iglesia.

* Kepler (s. XVI)

Este matemdtico alemdn estudié los datos astrondmicos de otro astronomo, Tycho Brahe (ha-
bia observado los movimientos planetarios durante 20 afios), y obtuvo un modelo planetario
heliocéntrico basado en tres leyes.

4. Leyes de Kepler

1% LEY - " Los planetas describen érbitas elipticas respecto al Sol, ocupando éste uno de
los focos".
Excentricidad de la elipse : pardmetro de 1 a O que mide si la elipse se parece a una circunfe-

rencia.
Ja? +b?
) _ye 'Y

h a
B F) Los radios extremos son las distancias entre el foco y el punto

mds alejado y el mds cercano a la érbita. Las posiciones de los
. planetas correspondientes a ri y r; se les llama perihelio = r; y
afelio = ra.

2% LEY - "Las dreas descritas por el radio vector en
tiempos iguales son iguales”.

Esta ley obliga a que la velocidad del planeta no sea cons-
tante.
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3° LEY > Tal como la formuld Kepler : * T2 = K-r,,*

Tal como se cumple estrictamente : T? = K- a®

T = periodo (s) rm = radio medio (m) a = semieje mayor
K = constante no universal (depende de las masas de los cuerpos)

5. Ley de gravitacion universal (Newton)
Supongamos dos cuerpos materiales separados una cierta distancia medida desde sus centros
de masas. Estos cuerpos interaccionan ejerciéndose fuerzas de atraccion :

_ . Mm
F=Gr
G = constante de gravitacién universal = 6,67 - 10", G = L
- 9 -0 "PTKR(M+m)

+ Deduccion de la Ley de Gravitacion Universal a partir de las leyes de Kepler
Supongamos un planeta que gira en érbita circular respecto al Sol con un radio r. El centro de
masas estd casi en el Sol (dada su gran masa), por lo que permanece prdcticamente inmdvil y
el planeta moviéndose.

F=ula,
a, = wr > a):g > a :4ﬂzr U= Mn
© T ° T T2 M +m
F= Mm Eldir

M+m T?
T? =Kr?®
E - Mm D4ﬂ2r: 47 DMm 3 F=GMm

M+m Kr®  K(M+m) r? R?

Cuando un cuerpo es mucho mayor que otro en masa se realiza lo siguiente : M + m ¢ M

6. Fuerzas conservativas. Energia potencial

Se denominan fuerzas conservativas a aquellas que tienen asociada una funcion espacial que se
denomina energia potencial, de tal forma que el trabajo que realizan entre dos puntos extre-
mos (A y B), sea cual sea la trayectoria, se cumple que W = Epa) - Ep).

Esto lo cumplen las fuerzas gravitatorias, electrostdticas, y eldsticas.

Las que no lo cumplen, o sea, las no conservativas, son las magnéticas, las derivadas de moto-
res, mdquinas o mudsculos, y el rozamiento.

« Formula aproximada de la energia potencial gravitatoria

Supongamos un cuerpo de masa m, lanzado hacia arriba hasta una altura h y atraido hacia la
Tierra con una fuerza de gravedad g.

EP(A)-EP(B): F-D-cos o ng'h'COS 180°:-mgh

Ees) - Er) = - mgh

0 - EP(B) = - mgh > EP(B) = mgh
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Es aproximada porque el peso disminuye al ascender, y aqui lo suponemos constante, por lo que
sélo sirve para alturas pequefias.

7. Enerqgia mecanica. Conservacion y variacion

Se define la energia mecdnica como la suma de la energia cinética mds la energia potencial :
E=E.+E,

 Conservacion
Supongamos un cuerpo que se desplaza Gnicamente sometido a fuerzas conservativas.
Segln el Teorema de la fuerzas vivas, se cumple siempre que : W =AE. = E. 5 — B¢y

Si las fuerzas son conservativas, también se cumple que : W = E, ,, — E

Luego : Ecg) ~Ec(a) = Epa) ~Epg) > Ece) * Ere) = Eciay * Eren
Es =E,

Se mantiene la energia mecdnica, aunque cambien la cinética y la potencial.

 Variacion
Supongamos un cuerpo que se encuentra sometido a fuerzas conservativas y no conservativas.
Woi = AE. =W +We W =-AE,

t
Wi = —AE, +Wie Wic =W +AEp = AE: +AE, = A(Ec + EP) = AE,,
Wi =AE,,

8. Campo gravitatorio terrestre : intensidad y potencial
Campo gravitatorio : conjunto de fuerzas gravitatorias que un cuerpo cualquiera es capaz de
ejercer sobre ofro cuerpo situado en su entorno.
Consideremos la Tierra fija en el origen de coordenadas y un punto exterior de masa m. El
campo gravitatorio viene dado por la siguiente expresion :
Mm

F=G—
r
La simetria de este campo viene dada por lineas de campo radiales y dirigidas hacia el centro
de la Tierra (representacion geométrica).
Intensidad de campo gravitatorio : fuerza que se ejerce sobre una masa unidad (1 Kg) a cual-
quier distancia.

F GM
=By = = (N/kg)

Aceleracion de gravedad : aceleracidn con la que un cuerpo cae a la Tierra
Mm GM

F =mla > Gr2 =mly > g=r2
» Formula exacta de la energia potencial gravitatoria
Consideremos la Tierra fija en el origen de coordenadas y un punto exterior de masa m mo-

viéndose sobre el eje X desde la posicion r hasta el infinito.
AW=E, -E,

« M 1] M
W= [ F o zos 180°= -[ G~y x } _SMm

> mx:—GMmJ'rF:GMn{; =0-=

Por convenio, se supone que la E;s = 0

r
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Mm
EP = —GT

Potencial gravitatorio : energia potencial dividida entre la masa m.

E GM
V, = FP = T (Jul./kg.)

9. Movimientos de cuerpos sometidos a fuerzas gravitatorias : satéli-

tes, cohetes...
Consideramos un cuerpo de masa M en el centro de coordenadas y otro cuerpo de masa m en

otro lugar cualquiera. M>>m, luego M se supone fijo respecto al centro de masas. La energia

1 GMm
mecdnica demes: E =§m\/2 T, Que puede ser: E=0,E>0Oy E<O; por lo que se dan

tres casos :

© Condicion de escape

r > o, luego m se aleja infinitamente
1 GMm _ 1

E=z=mv?®-——
2 00 2

mv? E=0

- E = 0: minima energia posible para escapar
1 GMm

O=-mv?-——
2

El tipo de trayectoria que se corresponde con esta velocidad es una rama de pardbola.

|2GM . . —_
V= ; velocidad minima de escape 6 segunda velocidad césmica

-E>O
La trayectoria de escape dibuja una rama de hipérbola.

® Atrapado

-E<O

El tipo de trayectoria es eliptica.

Energia correspondiente a la érbita circular
Se tiene que cumplir la ley de Newton :

2 GMm  v?

\Y
F:mmC:mElr— 2 :mT

|GM : (i , , "
V= o velocidad de puesta en drbita circular o primera velocidad césmica

 Energia mecdnica correspondiente a la érbita circular

1 , GMm_ 1 GMm GMm 1 _GMm
E=—mv" - =—0 - =-—E—-
2 r 2 r 2

Para érbitas elipticas todas las férmulas de orbitas circulares son vdlidas, cambiando r por a
(semieje mayor).
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En todas las trayectorias anteriores se conserva la energia (si no se consideran rozamientos)
y es igual en todos los puntos de la trayectoria.



